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Введение

Применение количественных методов анализа риска, в частности методологии VaR, в основном связаны с проблемами вероятностного прогнозирования будущих возможных изменений факторов риска, в том числе и с проблемами определения доверительных границ этих изменений. На практике было установлено, что реальные распределения будущих изменений факторов риска (обычно логарифмических темпов роста) значительно отличаются от теоретических, в частности у них наблюдается появление “тяжелых хвостов”, параметры которых трудно оценить существующими методами.

В своем ответе Филиппу Джориону “Against VaR” Насим Талеб пишет: ”Факт того, что точность измерения риска (волатильность) сама по себе волатильна и непредсказуема, является достаточной причиной для того, чтобы отговорить нас от применения такой количественной оценки риска. Я принял бы VaR, если бы волатильность можно было легко предсказать с минимальной стандартной ошибкой”[1] (перевод автора). 

Решение проблемы корректного прогнозирования волатильности привело к появлению достаточно большого класса моделей условной авторегрессионной гетероскедастичной волатильности (ARCH) и моделей обобщенной условной авторегрессионной гетероскедастичной волатильности (GARCH). И хотя эти модели временами показывают приемлемую точность прогноза, они так до конца и не объясняют всех произошедших изменений волатильности[2].

В данной статье описывается новый подход к решению проблемы повышения точности прогнозирования волатильности. Разработанная автором модель RF-GARCH(p,q,
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) хотя и является модификацией модели класса GARCH, но в отличие от них она целиком основана на отрицании гипотезы о слабой эффективности рынка. Её отличительной особенностью является использование различных моделей прогнозирования, а также учет эффекта сноса значений факторов риска к модельному тренду (mean reversion).
Модели прогнозирования волатильности

В основе модели прогнозирования волатильности класса ARCH, разработанной Р. Энглом в 1982 г., лежит предположение о том, что условная волатильность изменчива во времени и зависит исключительно от прошлых изменений факторов риска. В общем виде модель ARCH для прогнозирования условной волатильности значений фактора риска за один временной период вперед может быть представлена следующей формулой:
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 - постоянная составляющая условной волатильности;
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 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в момент времени 
[image: image5.wmf]t

;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих изменений факторов риска на прогнозное значение условной волатильности;
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 - количество предыдущих изменений факторов риска, влияющих на условную волатильность.

При использовании моделей ARCH обычно наблюдаются трудности, связанные с необходимостью оценивания большого числа параметров в силу большой длины лага. Для устранения этого недостатка была разработана модель GARCH, в которой помимо зависимости от прошлых изменений факторов риска было добавлено предположение о том, что условная волатильность также должна зависеть от её рассчитанных в прошлом значений. 
Впервые модель GARCH(p,q) прогнозирования условной волатильности значений фактора риска за один временной период вперед была предложена Т. Боллерслевым в 1986 году и имела следующий вид:
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 - постоянная составляющая условной волатильности;
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 - значение условной волатильности в момент времени 
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;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих значений условной волатильности на её прогнозное значение;
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 - количество предыдущих значений условной волатильности, влияющих на текущую условную вероятность;
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 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в момент времени 
[image: image15.wmf]t

;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих изменений факторов риска на условную волатильность;


[image: image17.wmf]q

 - количество предыдущих изменений факторов риска, влияющих на условную волатильность.

Как было сказано выше, гипотеза о слабой эффективности рынка, используемая в моделях класса ARCH и GARCH, не предполагает применения моделей прогнозирования будущих значений факторов риска. В рамках этой гипотезы считается, что наилучшим прогнозом значения фактора риска является его последнее значение.

Однако гипотеза об эффективности рынка пока так и остается гипотезой, т.к. помимо случайного блуждания цен, ставок, котировок и т.п. на рынках также наблюдаются всевозможные циклы, тренды и тенденции, которые, по-видимому, и определяют значительные различия теоретических распределений изменений факторов риска от реально наблюдаемых. В частности, во многих случаях этим можно объяснить наличие у реальных распределений “тяжелых хвостов”.
Используя статистические модели прогнозирования, можно было бы попытаться улучшить точность прогнозирования волатильности значений факторов риска. Для чего и была разработана модель RF-GARCH(p,q), которая производит оценку прогнозной условной волатильности уже не относительно последнего значения фактора риска, а относительно его прогнозного значения, рассчитанного с помощью заданной статистической модели прогнозирования.

Модель RF-GARCH(p,q) в общем виде может быть представлена следующей формулой:
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 - значение безусловной волатильности, рассчитанной для момента времени 
[image: image20.wmf]t

 на основе заданной модели прогнозирования;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих значений безусловной волатильности на прогнозное значение условной волатильности;
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 - количество предыдущих значений условной волатильности, влияющих на прогнозную условную волатильность;


[image: image23.wmf]t

Z

 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в момент времени 
[image: image24.wmf]t

;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих изменений факторов риска на прогнозную условную волатильность;
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 - количество предыдущих изменений факторов риска, влияющих на прогнозную условную волатильность.

Простейшие модели статистического прогнозирования

Для простейшего статистического прогнозирования обычно используют следующие модели [3]:
Модель «Усреднение за период»


При использовании модели «Усреднение за период» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период принимается значение, рассчитанное по следующей формуле:
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N - количество периодов времени, выбранных для анализа;
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-

 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в период времени t – i.

В качестве оценки безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период здесь и далее принимается среднеквадратичная ошибка модели прогнозирования, которая может быть найдена с помощью формулы:
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Модель «Линейная экстраполяция»

При использовании модели «Линейная экстраполяция» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период вперед принимается значение, которое может быть найдено по формуле:
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Коэффициенты 
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 и 
[image: image32.wmf]1

b

 рассчитываются методом линейной регрессии на основании значений фактора риска за выбранные периоды времени. Оценка безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период может быть найдена с помощью формулы:
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Модель «Квадратичная экстраполяция»

При использовании модели «Квадратичная экстраполяция» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период вперед принимается значение, которое может быть найденно по формуле:
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Коэффициенты 
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, 
[image: image36.wmf]1
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 и 
[image: image37.wmf]2

b

 рассчитываются методом квадратичной регрессии на основании значений фактора риска за выбранные периоды времени. Оценка безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период может быть найдена с помощью формулы:
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Модель «Экспоненциальное среднее»
При использовании модели «Экспоненциальное среднее» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период вперед принимается значение, которое может быть найдено по формуле:
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 - параметр экспоненциального сглаживания;

N - количество периодов времени, выбранных для анализа;
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 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в период времени t – i.

Оценка безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период может быть найдена с помощью формулы:
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[image: image43.wmf]i

t

Z

-

- экспоненциальное среднее изменений фактора риска (логарифмических темпов роста), рассчитанное за N – i периодов времени.
Модель «Экспоненциальное сглаживание 1-го порядка»

При использовании модели «Экспоненциальное сглаживание 1-го порядка» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период вперед принимается значение, найденное по формуле:
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Коэффициенты 
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 рассчитываются методом экспоненциального сглаживания 1-го порядка на основании значений фактора риска за выбранные периоды времени. Оценка безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период может быть найдена с помощью формулы:
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Модель «Экспоненциальное сглаживание 2-го порядка»

При использовании модели «Экспоненциальное сглаживание 2-го порядка» в качестве прогнозного изменения фактора риска (значения логарифмического темпа роста) за один период вперед принимается значение, найденное по формуле:
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Коэффициенты 
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 рассчитываются методом экспоненциального сглаживания 2-го порядка на основании значений фактора риска за выбранные периоды времени. Оценка безусловной волатильности возможных изменений факторов риска (значений логарифмического темпа роста) за один период может быть найдена с помощью формулы:
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Снос к среднему (mean reversion)

Существенные проблемы при прогнозировании волатильности на несколько периодов вперед может вносить так называемый эффект сноса к среднему (mean reversion). Снос к среднему обычно наблюдается в случае, если динамика изменения значений факторов риска подчиняется каким-либо тенденциям, закономерностям и т.п., а сами значения факторов риска далеко не удаляются от некого гипотетического тренда.
Модель сноса к среднему можно описать следующим выражением:
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- логарифмический темп роста в момент времени t;
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 - логарифмическое отклонение значения фактора риска от модельного тренда в момент времени t-1;
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 - значение модельного тренда, рассчитанное для момента времени t на основе заданной модели прогнозирования;
С- постоянная составляющая значений логарифмического темпа роста;
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 - коэффициент сноса к среднему, значения которого могут лежать в диапазоне от -1 до 1.
Значение коэффициента сноса 
[image: image58.wmf]a

, равное нулю, означает, что динамика изменения значений факторов риска подчиняется гипотезе случайного блуждания. В этом случае прогнозная волатильность значений фактора риска за несколько периодов вперед относительно модельного тренда может быть найдена путем умножения значения волатильности за один период на квадратный корень из общего числа периодов прогнозирования.
 Положительное значение коэффициента сноса 
[image: image59.wmf]a

 означает, что в динамике изменения значений фактора риска действительно наблюдается эффект сноса к некому модельному тренду и выбранная модель прогнозирования достаточно хорошо описывает динамику поведения этого тренда. В этом случае прогноз волатильности значений фактора риска за несколько периодов вперед будет существенно отличаться в меньшую сторону от прогноза волатильности, основанного на гипотезе о случайном блуждании.
Если эффект сноса к модельному тренду наблюдается, однако выбранная модель некорректно описывает динамику поведения этого тренда, то коэффициент сноса 
[image: image60.wmf]a

 может принимать отрицательные значения. Тогда прогноз волатильности значений фактора риска за несколько периодов вперед будет существенно больше прогноза волатильности, основанного на гипотезе о случайном блуждании. Другими словами, можно считать, что в этом случае проявляется эффект, обратный эффекту сноса к среднему – вынос от среднего (mean aversion).
В общем виде прогноз волатильности значений факторов риска за несколько периодов вперед может быть описан следующей формулой:
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 - коэффициент сноса к среднему;
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 - прогноз волатильности фактора риска за Т периодов вперед;


[image: image64.wmf]t

s

 - прогноз волатильности за один период вперед.

Итоговая модель RF-GARCH(p,q,α)

С учетом использования коэффициента сноса 
[image: image65.wmf]a

 модель прогнозирования условной волатильности за один период вперед RF-GARCH(p,q) может быть преобразована в модель прогнозирования условной волатильности за несколько периодов вперед RF-GARCH(p,q,α) следующим образом:
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 - оценка условной волатильности фактора риска для горизонта прогнозирования Т;
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 - коэффициент сноса к среднему;
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 - значение безусловной волатильности, рассчитанное для момента времени 
[image: image70.wmf]t

 на основе заданной модели прогнозирования;
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 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих значений безусловной волатильности на прогнозное значение условной волатильности;
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 - количество предыдущих значений условной волатильности, влияющих на прогнозную условную волатильность;
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 - изменение фактора риска (значение логарифмического темпа роста) в момент времени 
[image: image74.wmf]t

;
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g

 - весовые коэффициенты, отражающие степень влияния предыдущих изменений факторов риска на прогнозную условную волатильность;
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 - количество предыдущих изменений факторов риска, влияющих на прогнозную условную волатильность.

Параметры модели RF-GARCH(1,1,α) (
[image: image77.wmf]i

b

, 
[image: image78.wmf]i

g

 и коэффициент сноса к среднему 
[image: image79.wmf]a

) для выбранной модели прогнозирования, а также необходимые параметры самой модели прогнозирования должны оцениваться для каждого момента времени t на основании статистической обработки значений фактора риска за N прошлых периодов времени 
[image: image80.wmf]]
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Практическое тестирование модели RF-GARCH(p,q,α)

Для практического тестирования была выбрана модель RF-GARCH(1,1,α), которая может быть описана следующим выражением:
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Проверка работоспособности модели проводилась с помощью бэк-тестирования оценки показателя двухнедельного VaR (с односторонним 99% доверительным интервалом) гипотетического инвестиционного портфеля, номинированного в российских рублях. 
Пассивная часть гипотетического портфеля состояла из привлеченных в равных пропорциях (при пересчете в российские рубли) валютных средств в долларах США и евро. Активная часть включала в себя виртуальные ценные бумаги, составляющие индексы российской торговой системы РТС (RTSI) и московской межбанковской валютной биржи ММВБ, приобретенные на сумму привлечения в равных пропорциях.

Для бэк-тестирования использовались ежедневные данные курсов валют и итоговые значения фондовых индексов в периоде от 01.02.2007г. по 01.03.2009г. Причем период с 01.03.2007г. по 01.03.2008г. использовался лишь в качестве обучающей выборки (ретроспективного скользящего окна) для начального оценивания необходимых параметров моделей прогнозирования. Таким образом, непосредственное бэк-тестирование портфеля производилось на основе данных, относящихся к событиям мирового финансового кризиса 2008-2009 годов, происходившим на российском рынке.
Для расчета показателя VaR использовались гипотеза о слабой эффективности рынка и гипотеза о прогнозируемости рынка. На основании первой гипотезы подразумевалось, что наилучшим прогнозом для факторов риска является их последние значения. В этом случае с помощью моделей прогнозирования рассчитывалась лишь безусловная волатильность за один период. На основании гипотезы о прогнозируемости рынка с помощью моделей прогнозирования рассчитывались не только значения безусловной волатильности за один период, но и сами прогнозные значения факторов риска. 

В рамках каждой гипотезы в качестве прогнозной волатильности использовались либо значение безусловной волатильности, рассчитанное по классической модели (путем умножения значения безусловной волатильности за один период на корень из общего числа периодов прогнозирования), либо значение, полученное с применением модели RF-GARCH.

Для простоты интерпретации результатов в рамках каждой гипотезы в качестве параметров модели RF-GARCH(1,1,α) (
[image: image82.wmf]b

, 
[image: image83.wmf]g

 и 
[image: image84.wmf]a

) для каждого фактора риска, используемого для описания портфеля (курс доллара США, курс евро, значение индексов РТС и ММВБ) вместо значений, рассчитываемых для каждого момента времени, использовались фиксированные средние значения, полученные для периода с 01.03.2008г. по 01.03.2009г.

Для наглядности представления результатов тестирования в качестве процедуры верификации моделей использовался подход, предлагаемый Базельским комитетом, в соответствии с которым модель может быть отнесена к одной из трех зон: зеленой (адекватные модели), желтой (сомнительные модели) и красной (неадекватные модели) [4]. Отнесение модели к какой-либо зоне зависит от общего числа испытаний и количества зафиксированных превышений убытками портфеля рассчитанного показателя VaR во время бэк-тестирования.  Результаты бэк-тестирования показателя двухнедельного VaR с односторонней 99% доверительной границей на выборке из 351 испытаний представлены в Таблице 1.
Таблица 1

Количество зафиксированных превышений убытками портфеля прогнозных значений VaR
	Статистическая модель прогнозирования
	Гипотеза эффективного рынка


	Гипотеза эффективного рынка. Использование RF-GARCH
	Гипотеза прогнозируемого рынка
	Гипотеза прогнозируемого рынка.  Использование

RF-GARCH

	Усреднение за период
	46
	16
	39
	14

	Линейная экстраполяция
	47
	16
	31
	9

	Квадратичная экстраполяция
	46
	18
	26
	4

	Экспоненциальное сглаживание (0.01)
	46
	15
	35
	13

	Экспоненциальное сглаживание 1-го порядка (0.01)
	49
	18
	23
	6

	Экспоненциальное сглаживание 2-го порядка (0.01)
	51
	15
	23
	4


Допустимый интервал для зеленой зоны (кумулятивная вероятность превышений до 95%), в которую попадают адекватные модели, составляет от 0 до 7 превышений. Для желтой зоны (кумулятивная вероятность превышений от 95% до 99.99%), в которую попадают сомнительные модели, интервал составляет от 8 до 10 превышений. Для красной зоны (кумулятивная вероятность превышений больше 99.99%), в которую попадают неадекватные модели,  интервал составляет от 11 превышений и выше. 
Из таблицы видно, что при тестировании модели RF-GARCH в рамках гипотезы о слабой эффективности рынка, хотя и наблюдается значительное уменьшение зафиксированных превышений убытками портфеля рассчитанного значения показателя VaR относительно числа превышений в случае классического применения безусловной волатильности, число этих превышений относит модель RF-GARCH к красной зоне неадекватных моделей. Что позволяет говорить о явном отличии реально наблюдаемых распределений значений факторов риска от теоретических, в частности о возможном наличии у реальных распределений “тяжелых хвостов”.
В то же время тестирование модели RF-GARCH в рамках гипотезы о прогнозируемости рынка в основном относит модель RF-GARCH к зеленой зоне адекватных моделей, уже начиная с использования моделей прогнозирования типа квадратичной экстраполяции или экспоненциального сглаживания 1-го или 2-го порядков. Таким образом, в рамках гипотезы о прогнозируемости рынка даже применение простейших статистических моделей прогнозирования позволяет устранить появление “тяжелых хвостов” в распределениях значений факторов риска.
Выводы
Гипотеза о слабой эффективности рынка, используемая в моделях класса ARCH и GARCH, не предполагает применения моделей прогнозирования будущих значений факторов риска. Однако помимо случайного блуждания цен, ставок, котировок и т.п. на рынках также наблюдаются всевозможные циклы, тренды и тенденции, наличие которых во многих случаях может объяснять значительные различия между теоретическими и реально наблюдаемыми распределениями значений факторов риска. 

Главной отличительной особенностью модели RF-GARCH, разработанной автором, от остальных моделей класса GARCH является отрицание гипотезы о слабой эффективности рынка, что позволяет в своей основе использовать различные модели прогнозирования, а также учесть эффект сноса значений факторов риска к модельному тренду. Такой подход  позволяет учесть наличие закономерностей (если они действительно есть) в динамике изменений факторов риска и тем самым устранить появление “тяжелых хвостов” в реальных распределениях.

Тестирование модели RF-GARCH(1,1,α) в рамках гипотетического инвестиционного портфеля на реальных данных, относящихся к непростым событиям мирового финансового кризиса 2008-2009 годов, происходившим на российском рынке, показало ее достаточную адекватность и приемлемую точность даже при условии использования простейших статистических моделей прогнозирования.
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